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1 La loi de réciprocité quadratique

-1
Euler. Pour tout a € Z, on a a7 = (%) mod p.

Multiplicativité. Pour tous a,b € Z, on a (%) (%) = (%’).

Loi de réciprocité quadratique. Si p # ¢ sont des premiers impairs alors

() ()=

Lois complémentaires. Pour p premier impair, on a
-1 - 2 2
<) = (—1)"F et () = (-1,
p p

Multiplicativité pour le symbole de Jacobi. Si N est un entier impair et a,b € Z alors
(%) - (%) (&)
N) \NJ\N/’
Lois de réciprocité de Jacobi. Si N, M sont impairs distincts, alors :
_ N-1
(Wl) =(-1)"7;
NZ_1
(%) = (=175 ;

(%) (%) _ (_1)(N—1)i]\/1—1)‘

2 Les sommes de Gauss

0 si 1;
Soit x : F;, — C* un caractere de F, prolongé a F), par x(0) = {1 ] X7 ]l,
si x = 1.
Soit ¢ une racine primitive p—eme de 'unité.
La somme de Gauss associée a x et a € I}, est :

ga(x) = > x(x)¢*" €C,

z€lFy
Propriétés.
Sia#0et x #1 : gqf
Sia#0et x =1:g,(1
Sia=0et x #1: go(x
Sia=0et x =1 : go
Notation : g(x) = g1(x)
Module. Si x # 1 alors [g(x)| = /P-



3 Nombre de solutions de z" + y" =1 sur F,
Soit a € Fp. On pose N (2" = a) = #{z € Fp, 2" = a}.
Casn=2: N(a;2:a):1+(%).

n—1
Casn|(p—1): N(x"=a)= Z xb(a), ol xo est un caractére de [, d’ordre n.
i=0

On pose N(z" +y" =1) = #{(z,y) € Fp x Fp, 2" +y" =1}.
Sin|(p—1):

N@"+y"=1)= > N@"=a)Ny"=b= Y ( > xé(a)xé(b)> :

a+b=1 0<7,7<n—1 \a+b=1

Soient x, A des caracteres de F, prolongés a ). La somme de Jacobi associée est :

JOuAN) = Y x(a)A®d) €C.
a+b=1

Propriétés. Soient x # 1 et A # 1.

J(L ]1) =D;
J(]le) =0;
JO6xh = —x(-1);
. _ 9009\
Si xA # 1 alors J(x,A) = 70

Module. Si x, A et xA sont tous distincts de 1, alors [J(x, A)| = \/p.

Estimations du nombre de solutions.

p—

Casn:2:N(x2+y2:1):p—(—1)71.

n  si —1 est une puissance n-eme dans F,,
Sin>2 n|(p—1), posons b, = , P P
0 sinon.

Alors
IN(2" + " = 1) + 6 — (p+ 1) < (0= 1)(n — 2) V5.
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