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INTERROGATION ECRITE N°1

Durée : 1h
Les cours, documents, calculatrices, téléphones ne sont pas autorisés.

QUESTIONS DE COURS.
1) Enoncer le théoréme de Gauss et le lemme d’Euclide.
2) Quels sont les éléments inversibles de Z? de K[X] (ou K = Q,R,C)?
3) Simplifier les deux écritures suivantes : 9Z N 30Z; 6Z + 8Z + 3Z.

EXERCICE 1. Résoudre les équations suivantes dans Z :
1) 7t =1 mod 35;
2) bx =1 mod 7;
3) bx =2 mod 7.

(indication pour la derniére : prendre une solution particuliere de I’équation 2), et multiplier
I'équation 3) par cet entier).

EXERCICE 2. On définit les polynomes A(X) = —2X3 4+ 3X? +4X — 6 et B(X) =
—4X*4+4X3 — X2 44X + 3. Déterminer un pged de A et B dans R[X]. Le polynoéme 2X — 3
est-il un pged de A et B?

EXERCICE 3. On se propose de démontrer qu’un entier naturel p est premier si et seulement
si p divise (p — 1)! + 1 (théoreme de Wilson). On note E, I'ensemble {1,2,...,p —1}.
1) Soit p un nombre premier. Démontrer que tout élément de £, est premier avec p.
2) Soit p un nombre premier supérieur ou égal a 3.
a) Rappeler pourquoi, pour tout entier a de E,, il existe un entier b € Z tel que
ab=1 mod p.

b) En déduire que pour tout entier a de E, il existe un ¢ dans E, tel que ac =1
mod p (on pourra commencer par trouver un ¢ vérifiant 0 < ¢ < p — 1, puis
démontrer que ¢ # 0).

¢) Démontrer quun tel ¢ est unique.

d) Démontrer que les seules solutions de 2> = 1 mod p dans E, sont = = 1 et
r =p— 1 (penser au lemme d’Euclide).

e) En utilisant b), ¢) et d), démontrer que (p—1)! =1 X% (p—1) mod p. En déduire
que p divise (p — 1)! + 1.
f) Vérifier que ce résultat reste vrai pour p = 2.

3) Réciproquement : supposons que p soit un entier naturel divisant (p — 1)! + 1. En
utilisant I'identité de Bezout, démontrer que p est premier.

Baréme approximatif : 5 pts, 4 pts, 3 pts, 8 pts.



