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Feuille d’exercices n® 2

ACTIONS DE GROUPES, SOUS-GROUPES DE SYLOW

Exercice 1. Soit G un groupe. En considérant l'action de G sur lui-méme par translation (a
droite ou a gauche, comme on préfere), montrer que G est isomorphe a un sous-groupe de Bij(G).

Exercice 2. Soit H un sous-groupe d’'un groupe G. Décrire le plus grand sous-groupe de G dans
lequel H est distingué. Décrire le plus grand sous-groupe de H distingué dans G.

Exercice 3. Soit G un p-groupe. Rappeler pourquoi son centre est non trivial. Montrer que si G
est d’ordre p? alors G est abélien.

Exercice 4. Dénombrer les sous-groupes de Sylow de S3, &4 et G5.

Exercice 5. Soient p et ¢ deux nombres premiers distincts et tels que p Z 1 mod q et ¢ £ 1 mod p.
En étudiant ses sous-groupes de Sylow, montrer que tout groupe d’ordre pqg est isomorphe & Z/pqZ.

Exercice 6. Soit p un nombre premier impair et G un groupe d’ordre 2p. Le but de ’exercice est
de montrer que G est isomorphe & Z/2pZ ou au groupe diédral D,. Pour cela, on suppose que G
n’est pas isomorphe & Z/2pZ. Dénombrer, pour tout n > 1, les éléments d’ordre n dans G. Si x et
y sont des éléments de G d’ordre 2 et p respectivement, quel est 'ordre de xy 7 Conclure.

Exercice 7. Décomposition d’Iwasawa. On note § := {z € C: Im(z) > 0} le demi-plan de
Poincaré. On considére 1'action du groupe SLy(R) par homographies sur $ définie par :

v a b az+b
= 2=
0 c d |’ Y cz+d
Quel le stabilisateur de i € $H? Quelle est lorbite de i € $ sous le sous-groupe B(R) formé des

matrices triangulaires supérieures de SLo(R)? En déduire la décomposition d’Iwasawa SLo(R) =
B(R)SO3(R).

Exercice 8. Le groupe du cube. Soit G le groupe des isométries de 1’espace préservant le cube.
Montrer que I'action de G sur les grandes diagonales du cube induit un morphisme o : G — &4.
Vérifier que chaque transposition de &4 se releve en un élément de GG. En déduire 'image de a.
Montrer que le noyau de « ne contient que deux éléments. Rappel : toute isométrie de l’espace est
une rotation, éventuellement composée avec la symétrie centrale par rapport a l’origine. Montrer
qu’il existe un isomorphisme G ~ &4 x Z/2Z. En utilisant 'action de G sur les axes joignant les
centres des faces opposées du cube, déterminer les 2-Sylow de G. Comment peut-on visualiser les
3-Sylow de G 7

Exercice 9. Soit p un nombre premier et G un sous-groupe de &, qui agit transitivement sur
,2,---,p}. Montrer que p divise 'ordre de G. En déduire que G contient un p-cycle. Montrer que
1,2 Mont divise 'ordre de G. En dédui G contient le. Mont

si G contient une transposition, alors G = &,,.

Exercice 10. Soit p un nombre premier et n > 2 un entier. On note [, le corps a p éléments
Z7/pZ.

1. Un exemple de p-Sylow de GL,,(F,).



(a) Dénombrer les bases du Fj-espace vectoriel F}) ;
(b) En déduire que le groupe GL, (F,) est d’ordre

n—1

#GLn (Fp) = H " —p")

i=0
(c) Montrer que les matrices unipotentes triangulaires supérieures forment un p-Sylow du
groupe GL,,(F,). On notera U™ ce p-Sylow.
2. Dénombrement des p-Sylow de GL,,(IF,). Un drapeau D = (D;)i_, de F} est une suite

Dy & D1 G- & Dy

de n + 1 sous-espaces vectoriels de )} strictement ordonnée par inclusion.
(a) Montrer que pour un tel drapeau, on a dimg, D; = i;

p'—1

(b) Montrer que le nombre de drapeaux de Fy est égal a [\, E=.

(c) A tout drapeau D, on associe le sous-groupe Up formé des éléments de GL,(F,) qui
induisent 'identité sur les espaces Dy, D1/Dy, - -+, D,,/Dy—1. Si on note (e;)"_; la base
canonique de F}, déterminer le sous-groupe associé au drapeau

0 C Vect{e1} € Vect{e1,ea} C --- C Vect{e,e2, -+, e}

(d) On définit de plus une action de GL,,(F,) sur I'ensemble des drapeaux de F} : si g €
GL,(Fp), g(D) est le drapeau

9(Do) S g(D1) S -+ S g(Dy)

Montrer que cette action est transitive.
(e) Quel relation existe-t-il entre Up et Ug(p) ?
(f) En déduire le normalisateur de U™ et le nombre de p-Sylow de GL,,(F,).



