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Devoir a la maison n°1

Exercice 1. Montrer qu’il n’existe aucun groupe simple d’ordre 56.

Exercice 2. Soit G un groupe cyclique d’ordre n.
1) Montrer que tout sous-groupe de G est cyclique.

2) Soit d divisant n. Montrer qu’il existe un unique sous-groupe de G' d’ordre d. En
déduire le nombre d’éléments de G qui sont d’ordre d.

Exercice 3. Soit X un ensemble fini et G un groupe fini agissant sur X. Montrer que
le nombre d’orbites de X sous l'action de G est :
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ou N(g) ={z € X | gz = =} est I'ensemble des éléments de X fixés par g. Pour cela, on
pourra calculer de deux maniéres différentes le cardinal de ’ensemble :

C={(g,x) e Gx X | gx =x}.

Exercice 4.

On fabrique des colliers constitués de n perles de couleurs. La couleur de chaque perle
est choisie parmi une palette de ¢ couleurs (chaque couleur peut étre choisie plusieurs fois).
Le but de I'exercice est de calculer le nombre m de colliers que 1’on peut fabriquer de cette
fagon, étant entendu qu’on identifie les colliers qui se correspondent par une rotation.

1) Soit X ’ensemble des colliers sans cette identification. On fait agir sur X le groupe
G engendré par une rotation d’ordre n. En utilisant les exercices 2 et 3, montrer
qu’on a :
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ou ¢ désigne la fonction indicatrice d’Euler.
Indication : Pour calculer |N(g)| pour g € G, on pourra faire agir le sous-groupe
engendré par g sur 'ensemble des n emplacements des perles.
2) Maintenant on suppose qu’on identifie les colliers qui se correspondent par une ro-
tation ou un retournement (symétrie axiale). Quel groupe faut-il faire agir sur X 7
Montrer que m vaut :
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7 Z o(d)cd + %cTQ + gcf si n est pair.



