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Correction du controle n° 2

Exercice 1. 1) Théoréme des accroissements finis. Soient a et b réels et f : [a,b] — R une fonction
continue sur [a, b] et dérivable sur Ja, b[. Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f(b) — f(a) = (b—a)f'(c).

2) Soit x > 0 quelconque. On applique le théoréme a la fonction y — In(y) sur Uintervalle [z, x + 1].
La fonction logarithme est continue sur [z,x + 1], puisqu’elle est continue sur |0, +o00| et que
[z, 4+ 1] C]0, 4+o00[ du fait que z > 0. Comme In est dérivable sur |0, +o0], elle est dérivable sur
|z, x + 1[. D’apres le théoréme, il existe ¢, €]z, z + 1] tel que

1

In(z+1)—In(z)=(z+1—2)In'(c;) = o

1 1

Comme z < ¢ <z + 1, on en déduit 5 < é < 3, dou

1
o <1n(x—|—1)—1n:c<;.

3) Soit x > 0. On multiplie les inégalités précédentes par x :

<z(ln(z+1) —Inzx) <1
T <alin(e+ 1)~ n)

Or, limy— 4 ﬁ_l = limz— 400 H% = 1. Comme le membre de droite de I'inégalité tend aussi
vers 1, on applique le théoréme des gendarmes et on en déduit

lim (z(In(x +1) —Inz)) = 1.

T——+00

4) Pour z >0, 0on a

(1 + 1)$ — eﬂfln(lJr%) _ ezln(%l) — er(In(z+1)~Inz)
x

Comme la fonction exponentielle est continue en 1 et limy 4o (x(In(z + 1) —Inz)) =1, on en
déduit lim (1+1)" =l =e.

T—+00

Exercice 2. 1) Pour obtenir le développement limité de sin?(x) a I'ordre 4 en 0, on commence par
écrire celui de sin(x) a l'ordre 4 en 0.
23

sin(z) =x — a7 + zte(x)

puis on effectue le produit de ce DL avec lui-méme, en ne gardant que les termes d’ordre < 4.

3\ 2
2 1
sin?(z) = <x - x> + zle(z) = 2% - 51‘4 + 2te(z) = 2% — §x4 + 2t ()



Pour obtenir le développement limité de In(cos(z)) a l'ordre 4 en 0, on commence par écrire celui
de cos(x) a l'ordre 4 en 0.

2 4
T
cos(:c)—l—2!—|—4!+:c e(x)
puis celui de In(1 4+ y) en 0 & lordre 4 :
2 3 4
Y Y Y 4
m(l4+y)=y—L +L Y
n(l+y)=y-5+5 - +yeW)

On écrit ensuite In(cos(z)) = In(1+(cos(z)—1)). Comme cos(xz)—1 vaut 0 en 0, on peut composer
les DL de cos(z) — 1l et In(1+y) en O :

| _w2 xt 1/ 22 2%\ 1 22 2N\ 1 x? :r444
D(COS(I'))— _5"1'1 _5 _g"i'ﬁ +§ _§+E —1 —a—FE +IL‘€(SL’)

2 ozt 1 2t

:—E—FE—i'Z—i—xZ}E(x):—————i-m 8(33)
(on n’a gardé que les termes d’ordre < 4).

Remarque : la limite demandée se présente sous forme indéterminée. En effet, on a d’une part,

lim sin?(z) =07  donc  lim —— = 400
z—0 () z—0 sin?(x)
d’autre part,
1
;PE% cos(x) =1 donc ilii%) In(cos(z)) =0~  donc ilil?(l) Tn(cos(@)) = —o0.

La forme indéterminée est de type "+00 — 00". On ne peut pas conclure directement. On va donc
utiliser des développements limités.
D’apres la question précédente, pour x au voisinage de 0, on a :

2 1 2 1

- = +
sin’(z)  In(cos(z)) 22— %4 fate(r) % -2 4 ade(x)

1 2 . 1
2?2 \1-2 +a2%(z) —1-% ta2(z))

Calculons un développement limité d’ordre 2 du facteur entre parentheses. On rappelle que

ﬁ =14y + 4>+ y2<(y) pour y au voisinage de 0. A 'ordre 2, on a :

2 1
5 =2 (1 + —x? + iL‘QE(.CE)>
— &+ 22e(x) 3

1 —2 o —9 (1 ey az26($)>

—%—%—i—x%(x)_l—i-%?—i—x?a 6

donc le développement de la somme est 22 + z2¢(x) et

2 1 a?+ate(w) .
sin?(x) * In(cos(x)) x2 = 1+e(@).

Comme lim,_,ge(z) = 0, on en déduit

lim

) (sing(x) + ln(cols(a:))> =L



Exercice 3. Pour tout z € R, f(z) = sin®(z) + 3sin(z).

1)

Rappel : si u est une fonction dérivable et a € R une constante, alors
fu(2)"] = au (@)u(z)*.

C’est un cas particulier de la regle de dérivation des fonctions composées (ici, c’est la composée
des fonctions u et x — x%).

La fonction f est définie sur R et dérivable sur R (comme somme et produit de fonctions dérivables
sur R). Sa dérivée est :

f'(z) = 5cos(z) sin?(z) + 3cos(z) = (5sin’(z) + 3) cos(x).

Comme 4sin(z) + 3 > 0, f/(z) est du signe de cos(x). Le plus grand intervalle contenant 0 sur
lequel le cosinus est positif est [~7, §]. Donc le plus grand intervalle contenant 0 sur lequel f est

croissante est I = [—F, T].
La fonction f est strictement croissante sur I car f'(x) > 0sur ] — 5, 5[ et f’ s’annule en —% et

5- De plus, f est continue sur I car elle y est dérivable. D’apres le théoreme de la bijection, la

fonction f est une bijection de I sur f(I) = f(=5,%) = [-4,4] = J.

Rappel : sin(5) = 1.

Soit g : J — I l'application réciproque de f. D’apres le théoreme de dérivation des fonctions
réciproques, comme f est dérivable sur I, g est dérivable en tous les y € J tels que f'(g(y)) # 0.
Mais f'(g(y)) = 0 si et seulement si g(y) = § ou g(y) = —3, ce qui correspond a y = f(—F) ou
y = f(3), c’est-a-dire a y = —4 ou y = 4. Donc [ est dérivable sur | — 4, 4[.

En particulier, g est dérivable en 0, et d’apres le théoréme, on a ¢’'(0) = m. Comme f(0) =0,

on a 0 = g(0) donc ¢'(0) = f’%o) =1
Le développement limité de sin(z) en 0 a 'ordre 3 est :

3

sin(x) =z — % + 23 (x).

On en déduit que le développement de sin® (x) commence par z°, donc
sin®(z) = 2% ().

Ainsi, le développement de sin®(z) + 3sin(z) en 0 & ordre 3 est

3 3
sin®(x) 4 3sin(x) = 3 (x T + x?’e(x)) =3z — 5 + 2%¢(x).

Existence du DL. Pour montrer que g admet un développement limité a ’ordre 3 en 0, il suffit de
montrer que g est trois fois dérivable au voisinage de 0 d’apres le théoréeme de Taylor-Young. On
a déja montré que g est dérivable sur | — 4, 4], intervalle ouvert qui contient 0. De plus, pour tout

—4 <y <4,
1

/
9W) = m——-
f'(9(y))
Comme g est dérivable sur | — 4,4[ et f est dérivable sur g(] —4,4[) =] — 5, 5[ et f'(g(y)) ne
s’annule pas sur | — 4, 4[, on en déduit que ¢’ est dérivable sur | — 4, 4[. De plus, en dérivant
I’expression précédente, on obtient

_"9(y)g' ()

90 = =)



On sait que g et g’ sont dérivables sur | — 4,4[. De plus, f’ et f” sont dérivables sur | — 7, [ (car

la fonction f est indéfiniment dérivable, cela se voit directement sur son expression). Donc g” est
dérivable sur | — 4,4[ ce qui signifie que g est trois fois dérivable sur | — 4,4].
Calcul du DL. D’apres le théoreme de Taylor-Young, le développement limité de g en 0 & 'ordre
3 est de la forme :

9(y) = 9(0) + ' (0)y + ay® + by® + y’(y)
avec a,b € R. Comme g(0) =0 et ¢'(0) = 3, on a g(y) = %y + ay? + by + yie(y).
Par définition de g, on a :

pour tout z dans I 9(f(z)) = x.

Calculons le développement limité de g(f(z)) & lordre 3 au voisinage de 0, en utilisant les
développements de f et g en 0 (on remarque que f(0) =0 donc on a bien le droit de composer
ces deux DL).

g9(f(z)) = % <3l‘— :1:23> +a <31‘— 3:23>2+b <39:— f)3+x35(:ﬂ)

En développant et en ne gardant que les termes d’ordre au plus 3, on a

? 1
g(f(x)) =z — % + 9ax? + 27ba® + 23¢(x) = x + Yax® + (27b — 6)333 + 23 (x).

Par ailleurs, le développement limité de = en 0 & I'ordre 3 s’écrit  + x3e(x). Par unicité du DL en
0 a l'ordre 3, on obtient a = 0 et 27b = %, d'outa=0et b= 1—é2. Finalement, le développement
limité de g en 0 a l'ordre 3 est

_ 1 1 3 3
g(y) = 3Vt 1e? TV £(y).

Autre méthode pour le calcul du DL : d’apres le théoreme de Taylor-Young pour la fonction g en
0 a l'ordre 3,

g'"(0) 5, gD
2! 3!

On sait déja que g(0) = 0 et ¢'(0) = 2. Pour obtenir ¢”(0) et ¢'¥(0), dériver plusieurs fois
Jd(y) = m puis remplacer y par 0. Mais cette méthode est vraiment beaucoup trop longue.
Essayez de faire les calculs pour vous en convaincre.

9(y) = 9(0) + ¢'(0)y + v+ v+ yPe(y).

D’apres le DL précédent, I'équation de la tangente a C, au point d’abscisse z = 0 a pour équation
Y = %x De plus, la position est donnée par le terme suivant non nul dans le développement
limité, c’est-a-dire ﬁx?’ . Il est positif si > 0 et négatif sinon. Donc pour x > 0, la courbe est
située au-dessus de la tangente et pour z < 0 elle est située en-dessous.



