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Devoir de maison no 1

Exercice 1. Développement limité et calcul de limites.

1) Trouver, si elles existent, les limites suivantes

lim
x→0

√
1 + sinx+ e−

x
2 − 2

x3
, lim

x→0

e
√

1+sin x − e
tanx

, lim
x→1

xx − x
1− x+ lnx

,

lim
x→+∞

(
1 +

α

x

)x
α ∈ R.

2) Soit f la fonction

x 7→ ln(1 + 2x+ cosx)−
√

1 + 2x+ a

x2
où a ∈ R.

a. Déterminer le réel a pour que f soit prolongeable par continuité en 0.
b. Le prolongement ainsi obtenu est-il dérivable en 0 ?

Exercice 2. Développement limité et comportement asymptotique.

1) Calculer le développement limité à l’ordre 4 en 0 de la fonction

t 7→ 2et − (t3 + 1)
1
3 .

2) Déduire qu’il existe des nombres réels a, b, c, tels que :

2et − (t3 + 1)
1
3

t
=

1
t

+ 2 + at+ bt2 + ct3 + t3ε(t).

3) Soit f la fonction définie sur R∗ par

f(x) = 2xe
1
x − (x3 + 1)

1
3 .

a. En posant t =
1
x

, trouver le développement asymptotique de f au voisinage de
+∞ à l’ordre 3.
b. Déduire l’équation de l’asymptote oblique de la courbe de f au voisinage de +∞.
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Exercice 3. Développement limité et étude de fonctions.

1)
a. Donner le développement limité à l’ordre 2 en 0 de ln(1− u).
b. En déduire le développement limité à l’ordre 2 en 0 de 1− ln(1− x

2
).

c. Donner le développement limité à l’ordre 2 en 0 de
√

1 + x et de (1 + u)−
1
2 .

d. En déduire le développement limité à l’ordre 2 en 0 de
√

1 + x

1 + x2
.

2) On considère la fonction f définie par

f(x) =


√

1 + x

1 + x2
si x > 0

1− ln(1− x
2 ) si x < 0

a. Déterminer le domaine de définition de f , noté Df . Montrer que f est continue
et dérivable sur Df .
b. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0, en une fonction que l’on
notera f̃ . Que vaut f̃(0) ?
c. La fonction f̃ est-elle dérivable en 0 ? Si oui, que vaut (f̃)

′
(0) ?

d. Quelle est l’image de l’intervalle ]−∞, 0[ par la fonction f̃ ?
e. Donner l’équation de la tangente en 0 à la courbe représentative de f̃ et la
position de la courbe par rapport à cette tangente au voisinage de 0.

3)
a. Donner le développement limité de f à l’ordre 2 au voisinage de −4.
b. En déduire les valeurs de f ′

(−4) et de f ′′
(−4).

c. Donner l’équation de la tangente à la courbe représentative de f au point d’abs-
cisse −4 et la position de la courbe par rapport à cette tangente ( au voisinage de
−4 uniquement).

4) Soit F la primitive de x
√

1 + x

1 + x2
telle que F (0) = −1. Donner le développement

limité de F à l’ordre 4 au voisinage de 0.

5)
a. Montrer que la courbe représentative de ψ(x) = x

3
2 f(x) admet une asymptote

au voisinage de +∞. Donner son équation, et déterminer la position de la courbe
par rapport à cette asymptote au voisinage de +∞.
b. Montrer que la courbe représentative de f n’a pas d’asymptote au voisinage de
−∞.
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