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Feuille d’exercices n° 2

Rappel. La notation sin"(z) désigne (sin(x))" (idem pour cos™(z), etc.).

Exercice 1. Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes :

1 1
T — x — In(z) + x +— 4/sin(2x).

- In(1 + sin(x)) cos(x)

Exercice 2. Résoudre les équations suivantes :

1
(E1) cos(3x) = 5 (Ey) cos’z = sin?z.

Exercice 3. Montrer que les fonctions suivantes de R dans R sont périodiques et déterminer leur période :
[z @) g: x> sind(z) + sin(3z) + 1

(pour la deuxiéme, on peut utiliser la formule trigonométrique : sin(3x) = 3sin(x) — 4sin3(z)).

Exercice 4. 1) Prouver 'inégalité : pour tout z € [0, 5[ sinz <z <tanz.
sinx 1—cosz 1—coszx
2) En déduire lim , lim et lim ———.
z—0 X z—0 X z—0 x

Exercice 5. Etudier la continuité des fonctions suivantes :

0 siz=0 0 sizx=0 z? sixzx <0
= 2 = sin(1 = i
f(x) 1 siz 0 g(x) (m)l  sic#£0 h(x) gflnx si0<z <1
ex — 2 cos(L) + ez ™" - siz>1

Exercice 6. Calculer les limites suivantes lorsqu’elles existent.

1 1 i 2
1) lim —sin— 2) lim —sin— 3) lim sina(z +2))
r—+0o T T T——00 T x z—0 x
2 (2 3 2
2 -2
4) lim £ 2121 5) lim —S0(@) g S 207 +3
=0 T a—m 1 4 cos(x) z—+o0o  zxlnz
1 2@ tanz — sinx
7) lim (In(1 @ 8) lim ——— 9) li
)a;E&( n(l+2)) ) stoo (@) ) 20 sin x(cos 2z — cos x)
1
10) lin% zE(—) ou E désigne la fonction partie entiere
xr— €T
1 m o __ 1 —_ m
11) liH%] Vito n\/ T en fonction de m et n entiers positifs
r— T
7
12) lim ——————— en fonction de o € R.

z—+o00 1 4+ 2% sin?(z)



Exercice 7. Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer I’ensemble ou elle est dérivable et calculer sa
dérivée.

1
1) x— Va2 -1 2) x s ————— 3) x> etlne
) ) Va2 +x 41 )
1 2

4) z s 2% 27 5) x — x* 6)x+—>ln<w>
x|z, neN* &) zr—lnlzx+vVa2-1) 9)z— ,/i—:_%
10) z +— In|tan()] 11) z +— Inftan(§ + §)|  12) z — tan(z) + 27

2x1

Exercice 8. Soit f la fonction définie par f(z) =1+ z — x nlxl
$ [R—

1) Donner ’ensemble de définition de f.

2

) Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.
3) Ce prolongement est-il dérivable en 07
)

4) Montrer que, pour tout x > 0,

2
:L’—? <Iln(l+x) <z
5) En déduire que f est prolongeable par continuité en 1.

Exercice 9. Calculer la fonction dérivée d’ordre n des fonctions f, g, h définies par :
f(z)=sinz ; g(z)=sin’(z)

(on peut commencer par calculer les premiéres dérivées afin de deviner la formule générale, puis la démontrer
par récurrence sur n).

Exercice 10. On consideére la fonction f : R — R définie par

e/t §it<0
ft)= .
0 sit>0

1) Démontrer que f est dérivable sur R, en particulier en ¢ = 0.
2) Etudier Pexistence de f”(0).

3) On veut montrer que pour ¢t < 0, la dérivée n-iéme de f s’écrit

f(n)(t) _ Ptn2(nt) el/t

ol P, est un polynéme.
(a) Trouver P et P.

(b) Trouver une relation de récurrence entre P41, P, et P} pour n € N*. Conclure.

1
Exercice 11. Soit f : R* — R définie par f(z) = 22 sin —. Montrer que f est prolongeable par continuité en
x
0; on note encore f la fonction prolongée. Montrer que f est dérivable sur R mais que f’ n’est pas continue en 0.
Exercice 12. Déterminer les constantes a,b € R de maniere a ce que la fonction f définie sur Ry par :
f(z)=vrsi0<z<1 et f(zx)=az®+bzx+ 1 sinon

soit dérivable sur R? .



Exercice 13. On consideére la fonction définie sur R par f(z)

)
2)

Exercice 14. Soit f la fonction définie sur R par : f(z) =

4

Ut

co N O

)
)
)
)
)
9)

1'3

T l+a?

Montrer que f posséde une fonction réciproque f~' et donner son domaine de définition.
Etudier la dérivabilité de f~! sur son domaine de définition.

e’ —1

e*+1

Justifier que f est dérivable sur R, expliciter f’.

Dresser le tableau de variations de f, limites incluses, et tracer dans un repére orthonormé le graphe Cy de
I

Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle & expliciter. Sa réciproque sera notée f~! et son
graphe Cy-1.

En quels points f~! est-elle dérivable ?

Calenler (F71(0), (F7)/(5) et (F71Y(~ ).

Donner I’équation des tangentes a Cy et Cy—1 au point d’abscisse 0.

Soit = € f(R). Résoudre I’équation f(x) = y. En déduire f~1.

Lorsque f~! est dérivable en x, calculer (f~!)(z) de deux facons différentes.

Tracer Cy-1 dans le méme repere que Cy.

Exercice 15. Soit f la fonction définie pour tout x dans ]0,4o00[ par f(z) = zlnx.

)
2)

3)
4)
5)

Etudier les variations de f.
1

En déduire que f réalise une bijection de [, +oo[ sur un intervalle J que l'on explicitera.
e

En quels points f~! est-elle dérivable ?
Calculer (f~1)/(0). Calculer f(e) et f(e?). En déduire (f~1)'(e) et (f~1)'(2¢?).

Tracer dans un méme repére orthonormé le graphe de f et celui de f~1.



