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Quelques corrections pour la feuille d’exercices n° 5
PREMIERE PARTIE

Il s’agit de la deuxieme version de cette feuille. Quelques erreurs ont été corrigées par rapport a la premiére.

Exercice 1. Les domaines de définition des cinq premieres fonctions ont été vus en TD.

fo(z,y) = /(1 —22)(1 — y2). Le domaine de définition D de fs est 'ensemble des couples (z,y) € R x R
tels que fg(,y) soit bien défini, c’est-a-dire tels que (1 — 22)(1 — y?) > 0. Cette condition équivaut a :

(1—22>0et1—y*>0)ou(l—2*<0et1—y*<0)

c'est-a-dire : (z € [-1,1] et y € [-1,1]) ou (z € |—00, —1] U [1,+0o0] et y € |—00, —1] U [1, +00]).
En d’autres termes, D est la réunion des cing parties suivantes de R? :

Dy =[-1,1] x [-1,1] Dy = |—00,—1] X |—00, —1]
D3 = ]—00, —1] x [1,400[ D4 =[1,400[ x |—00, —1]
D5 = [1,400[ x [1,+00]
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fr(x,y) = 2;1712 Le domaine de définition D de fg est 'ensemble des couples (z,y) € R x R tels que

f7(x,y) soit bien défini. Comme y? > 0, c’est 'ensemble des (x,7y) € R? vérifiant 2y — 22 > 0. Le « bord » du

domaine est déterminé par I’équation 2y = 22, c’est-a-dire y = % C’est I’équation d’'une parabole de sommet

(0,0). Le domaine D est ’ensemble des points du plan situés strictement au-dessus de cette parabole.

Lignes de niveau.

Soit ¢ € R quelconque. Pour (x,y) dans le domaine de définition de fi, 'équation fi(z,y) = Vx +y = ¢
équivaut a x + vy = ¢? c’est-a-direy = ¢ — x. C’est 1’équation cartésienne d’une droite dans le plan. Les lignes
de niveau 0, 1 et 2 sont les droites d’équation y = —x, y = 1 — z, y = 4 — . Remarquons que ces droites sont
paralleles (elles ont le méme coefficient directeur).



Pour (x,%) dans le domaine de définition de f3, 'équation f3(x,y) = /22 + y2 — 1 = ¢ équivaut a 22 +y% —
1 = ¢? c’est-a-dire 22 + y% = ¢® + 1. C’est I’équation cartésienne du cercle de centre (0,0) et de rayon v/c2 + 1.
Rappel : I’équation cartésienne du cercle de centre le point de coordonnées (a,b) et de rayon R > 0 est
(r —a)?+ (y — b)? = R2.

Pour (z,y) dans le domaine de définition de f7, I'équation f7(z,y) = 4/ 224% = ¢ équivaut a 2;%2 =c?

c’est-a-dire c?z? +y% —2yc? = 0. On peut I'écrire encore c2x? + (y —c?)? — c* = 0 c’est-a-dire c22? + (y —c?)? = .

Si ¢ =0, cela équivaut a y = 0 (donc x = 0, puisque (z,y) est dans le domaine de f7) donc la ligne de niveau
0 est le point (0,0).

Si ¢ = 1, cela donne 22 + (y — 1)? = 1 qui est P'équation du cercle de centre (0,1) et de rayon 1.

Si ¢ = 2, cela donne 422 + (y — 4)2 = 16. On peut I’écrire % (y164)2 = 1. C’est ’équation de ’ellipse de
centre (0,4), de grand axe paralleéle a 'axe des ordonnées, de demi-grand axe 4 et de demi-petit axe 2.

Exercice 3.
1) f(z,y) = zy. Voir la feuille d’instructions pour la feuille 5.

2) f(z,y) = arctan(x — 3y?). La fonction arctan est définie sur R, donc le domaine de définition de f est R2.
De plus, la fonction arctan est dérivable sur R donc pour tout y € R, la fonction x + arctan(z — 3y?) est
dérivable sur R ; de méme pour tout z € R, la fonction y + arctan(xz — 3y?) est dérivable sur R. Donc



4)

la fonction f a des dérivées partielles en tout point (z,y) € R2. Calculons ces dérivées. On rappelle que

arctan’(z) = 1+1x2
of (- L@y 1
Ox 14+ (x—3y%)2 14 (x—3y?)?
oy T T (@32 1 (- 3P

f(z,y) = e®sin(z + y). Les fonctions exponentielle et sinus sont définies sur R, donc le domaine de
définition de f est R?. Comme les fonctions exp et sin sont dérivables sur R, pour tout y € R, la fonction
x — e"¥sin(x + y) est dérivable sur R ; de méme pour tout x € R, la fonction ye® sin(x + y) est dérivable
sur R. Donc la fonction f a des dérivées partielles en tout point (z,y) € R2. En utilisant la formule pour
la dérivée d’un produit de fonctions,

of
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(xz,y) = ye™sin(x + y) + ™Y cos(z + y) = ™Y (ysin(z + y) + cos(z + y))

——(x,y) = ze™sin(x + y) + €Y cos(z + y) = ™Y (xsin(x + y) + cos(z + y))

f(z,y) = ¥ = e¥®) Le domaine de définition de f est I'ensemble D des (z,y) € R? vérifiant = > 0. Pour
tout y dans R, la fonction z +— e¥™(*) est dérivable sur ]0, +-00[ (comme composée de fonctions dérivables).
De méme, pour tout z > 0, la fonction y — €Y@ est dérivable sur R. Donc la fonction f a des dérivées
partielles en tout point (z,y) de D. De plus, par le théoréme de dérivation des fonctions composées,

af _ 8(yln(:1:)) yin(z) _ Y yin@) _ Y _y
prAC i et

(x,y) = Ly ln(x))eyln(x) = ln(m)eyln(’c) = In(z)z?.

dy Ay

Exercice 8.

1)

f(z,y) = xQ;;y2’ a = (1,2). La fonction f est définie sur D = R? — {(0,0)}. Elle est continue et dérivable

sur D comme quotient de telles fonctions dont le dénominateur ne s’annule pas. En particulier, f est
dérivable en (a,b). On a

f(l 2)=3 2 o
2 + — _
390 (:U y) = xmym;?cﬂ - xgg%gﬂy = Igﬂ:ti/ 87!2(172) = _%
2 2 2,." .3 2_22 5
U(ey)=2ofotvle _vop V= 81 9=}
Donc ’équation du plan tangent a la surface z = f(x,y) est : z = % — %(x —1)+ %(y —2).

Rappel : vecteur normal a un plan P. Par définition, c’est un vecteur directeur d’une droite ortho-
gonale au plan P. Si le plan P a pour équation cartésienne ax + by 4+ cz + d = 0, alors un vecteur normal

o o
a P est le vecteur de coordonnées | b |. Ici, un vecteur normal a P est %
c -1

f(z,y) = €®y, a = (—1,1). La fonction f est définie et dérivable sur R?, comme produit de fonctions
dérivables sur R2. En particulier, f est dérivable en (—1,1). On a

f(-L1)=e"!

0, 0, _

g—§<x,y> = ¢y §§<—1,1> =e!

—y(az,y) =e® (=1,1)=e"



Donc I’équation du plan tangent & la surface z = f(z,y) est : z = e ! +e Yz +1)+e(y—1). Un
-1
e
vecteur normal au plan est | e}

-1
3) flx,y) = V22 —y* a = (2,1). La fonction f est définie en a (car 22 — 14 > 0) et méme dérivable en a
comme composée de fonctions dérivables (la fonction |/ est dérivable sur |0, +oof et 22-1*=3>0). On
a
f(2,1) =3
of - of _ 2
%($7y)_ \/:c;c—iy‘l %(271)_ﬁ
of _ =28 of __ 2
@(m7y)_ \/a%gfl %(27 )__ﬁ
(Rappel : si u est une fonction dérivable, la régle de dérivation des fonctions composées donne (v/u) (x) =
u'(z) )4 : 5 _ C . 2 (9 2 (o _
2\/0@) Donc 'équation du plan tangent & la surface z = f(z,y) est : z = /3 + \/g(x 2) \/g(y 1).
2
7%
Un vecteur normal au plan est v
-1
4) f(x,y) = V(1 —22)(1 —y?), a = (v/2,v/2). La fonction f est définie en a et dérivable en a (argument
similaire au précédent). On a
F(V2,v2) =1
of - —2e(0-y?) a1 Af () —
% (V) = S © iy 0@ T V2
of — _ —2y(-a?) y@—1) Of (4) =
oY) = S T~ Vi @ = V2
Donc Iéquation du plan tangent a la surface z = f(z,y) est : z = 1 4+ v2(z — v2) + v2(y — v/2). Un
V2
vecteur normal au plan est | v/2
-1
Ci-dessous : pour la troisieme fonction de 'exercice, la surface (en-dessous) et le plan tangent au point

(au-dessus).




