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Feuille d’exercices n° 5

Exercice 1. Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer son domaine de définition et le représenter dans

N

fl(xvy):\/x"’_y fg(l',y): T +ln(:c)
f@y) =vVa2+y2 -1 fa(z,y) =vV2—22+ /32
folw,y) = Va3 —yl3 fo(z,y) = /(1 —2?)(1 —¢?)

2
f7($, y) = 2yy—x2
Représenter les courbes de niveau 0, 1 et 2 pour les fonctions fi, f3 et fr.

Exercice 2. Etudier la continuité des fonctions suivantes de R? dans R définies par f(0,0) = 0 et, pour

(z,y) # (0,0),

3,3
1) f(x,y) = etV 2) f(z,y) = i2 152
2 .9 2
3) f(a:,y) = ;TZZ; 4) f(xa:‘J) = sin (xQx_iy_yQ>
xyb
5) f(z,y) = e

Exercice 3. Justifier 'existence des dérivées partielles des fonctions suivantes et les calculer.
1) f(z,y) =y 2) f(x,y) = arctan(z — 3y?)
3) flz,y) =e"sin(z +y) 4) f(z,y) =aY

Exercice 4. Soit la fonction définie, pour (z,y) # (0,0) par

_ v

f(xay) - $2+y2.

1) Montrer que lim,_.o(limy—o f(z,y)) = limy_o(limy—o f(z,y)).

2) Montrer que lim, ) (0,0) f(7,y) n'existe pas.

3) On pose désormais f(0,0) = 0. Montrer que f a des dérivées partielles en (0,0) mais que f n’est pas
continue en 0.

Exercice 5. Soit f la fonction définie par :

2

fog) = A ag @£ 00

0 sinon.

1) Etudier la dérivabilité de f par rapport a z et 3 au point (0,0).
2) Calculer les dérivées partielles de f au point (0,0).
3) Montrer que f n’est pas dérivable (différentiable) au point (0, 0).



Exercice 6. 1) Soient o, ag et 7y des réels > 0. On pose

|| |y |2

fla,y) = W si (z,y) # (0,0)

si (z,y) = (0,0)

Montrer que f est continue en (0,0) si et seulement si a; + ag > 7.
(Indication : pour la condition nécessaire, regarder f(x,z), pour la condition suffisante, montrer que
0< fz,y) < (Jz| + |y|)*1 2277, ou utiliser les coordonnées polaires.)

2) Montrer que f est différentiable en (0,0) si et seulement si ay + ag > v + 1.

Exercice 7. Donner un développement a l'ordre 1 des fonctions suivantes au voisinage des points a indiqués.
1) flz,y) =24y, a=(1,1)
2) fla,y) =2 +y% a=(1,1),a=(0,2), a= (o, y0)
3) f(z.y) = 2%+ 32y —y?, a = (1,0)
) S

4) f(x,y) =sin(z)cos(y), a = (0, 7)

Exercice 8. Pour chacune des fonctions suivantes, donner I’équation du plan tangent au graphe de f au point
a indiqué ainsi qu'un vecteur normal & ce plan.

1) flz,y) = a=(1,2)

Exercice 9. Soit f(z,y) = 22 +y* —3zy + 2 — 1.
1) Montrer qu’on peut appliquer le théoréme des fonctions implicites & f au point (2, 1).

2) Soit ¢(x) une fonction telle que au voisinage de (2,1) on ait

f(z,y) =0 =y = p(z).

Calculer ¢(2). Montrer que f(z,p(z)) = 0. En dérivant deux fois cette derniére inégalité et en prenant
x = 2, calculer ¢(2) et ¢/(2). En déduire le développement limité de ¢ a lordre 2 au point 2.

Exercice 10. Soit la courbe I' définie par I’équation : 23 — 2zy + 2y? — 1 = 0 et soit A le point de coordonnées
(1,1).

a) Vérifier que A appartient a I' et trouver la tangente a la courbe en A.

b) Déterminer la position de la courbe par rapport a sa tangente en A.

Exercice 11. Soient les surfaces S; et So définies par : z = 22 4 32, 2 = 222y et soit B le point de coordonnées
(1,1,2).

a) Déterminer le plan tangent a S; en B, le plan tangent & Sy en B.

b) Trouver la tangente en (1,1) a la projection de S; N Sy sur le plan xOy.



