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Devoir surveillé

Mercredi 4 mars 2015

Durée : 3 heures

Aucun document, calculatrice, téléphone portable ni appareil électronique n’est autorisé.
Toute réponse devra étre justifiée avec rigueur, soin et concision.

Le sujet est recto-verso (deux pages)

Tous les anneaux sont supposés commutatifs et unitaires.

Exercice 1. Un idéal I d’un anneau est dit radical lorsque r(I) = I.
1) Montrer que tout idéal premier est radical.

2) Donner un exemple d’idéal propre radical non premier dans un anneau de votre choix.

Exercice 2. Soit I un idéal d’un anneau A.
1) Rappeler sans démonstration la description des idéaux de A/I.
2) En déduire une bijection entre Spec(A/I) et V(I).

3) Pour tout entier n > 1, montrer que le cardinal de Spec(Z/nZ) est le nombre de
facteurs premiers distincts de n.

Exercice 3. 1) Soient By et By des anneaux. Montrer que 'anneau produit By X By
est integre si et seulement si :

(B1 = {0} et By inteégre) ou (Bj integre et By = {0}).

2) Soient Aj, Ay des anneaux non nuls et 'anneau produit A = A; x Az. On rappelle
que les idéaux de A sont de la forme Iy x Iy ou I; (resp. I3) est un idéal de A
(resp. Aj).

(a) Caractériser les idéaux premiers de A et en déduire la partition :
Spec A =51U5
avec S1 = {p X Ay | p € Spec A1} et So = {A;1 x q| q € Spec Aa}.

(b) Rappeler la définition de la topologie de Zariski sur le spectre d’'un anneau
quelconque.

(¢) Montrer que ’espace topologique Spec A n’est pas connexe.

Rappel : un espace topologique F est dit connexe s’il n’existe pas de partition de
FE en deux fermés non vides disjoints.
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Exercice 4. Fixons un entier n > 1 et un corps algébriquement clos K. Soit A la
K-algebre K[Xy,...,X,] des polynémes en les indéterminées Xj,..., X, a coefficients
dans K.

Si T est une partie de A, on pose

Z(T)={ae K" |VPeT,P(a) =0}.
Si Y est une partie de K™, on pose
Z(Y)={Pe€A|VaeY, Pla) =0}

Les questions 4 et 5 peuvent étre traitées de facon indépendante.

1) Soit T' une partie de A. Notons Iy l'idéal de A engendré par T. Montrer que
Z(T) = Z(Ir).
2) Soit Y une partie de K™. Montrer que Z(Y") est un idéal de A.
3) Si une partie Y de K" est réunion Y; U Ys de deux parties Y] et Yo de K™, montrer
que Z(Y) = Z(Y1) N Z(Y2).
4) Soit I un idéal de A tel que Z(I) est fini non vide. On note Z(I) = {ay,...,a¢} ou
ai,...,o sont des éléments de K™.
(a) A Tl'aide du théoréme des zéros de Hilbert, montrer que r(I) = I; N -+~ N I; ot I;
désigne I'idéal Z(«;) pour tout j.
(b) Notons o = (aj1,...,a5,) € K" Montrer que pour tout i € {1,...,n}, le
t
polynome H (Xi —ag,;) appartient & Iy N --- N 1.
k=1
(c) En déduire lexistence, pour tout ¢ € {1,...,n}, d'un polynéme Q;(X;) de K[X;],
unitaire et de degré > 1, tel que Q;(X;) € I.
(d) Posons d; = degy, Qi(X;). Montrer que la famille

{X7" - X" mod I | Vi, 0 <my; < d;}

engendre A/l comme K-espace vectoriel. Conclure que le K-espace vectoriel A/I
est de dimension finie.

5) Soit I un idéal de A tel que Z(I) est vide. Que peut-on en déduire sur I 7 Justifier
que le K-espace vectoriel A/I est alors de dimension finie.

Commentaire. Cet exercice démontre que si Z(I) est fini, alors le K-espace vectoriel A/I est
de dimension finie. La réciproque est vraie et se démontrerait avec un peu plus de travail.



